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1. Класична двоїстiсть Шура–Вейля та її нескiнченновимiрнi узагальнення. Не-
хай Mn — алгебра комплексних nn-матриць, Un — група унiтарних елементiв з Mn i tr —
слiд наMn, нормований на одиницю. ОдночасноMn є гiльбертовим простором зi скалярним
добутком, який для a; b 2Mn визначається формулою ha; bi = tr(ba). В Mn дiють унiтарнi
зображення L iR групи Un: L(u)x = ux,R(u)x = xu, де u 2 Un, x 2Mn. Очевидно, що L(u)
таR(v) комутують при усiх u, v 2 Un. Отже, оператори ((u; v)) = L(u)R(v) утворюють зо-
браження групи UnUn. Позначимо через 
p p-й тензорний степiнь зображення . Якщо
fejkgnj;k=1 — система матричних одиниць з Mn, то елементи ej1k1 
 ej2k2 
 : : :
 ejpkp утворю-
ють ортонормований базис у M
pn . Група Sp пiдстановок множини f1; 2; : : : ; pg вкладається
в унiтарну групу алгебри M
pn :
Sp 3 s 7! i(s) =
nX
k1;k2;:::;kp=1
ek1ks 1(1) 
 : : :
 ekpks 1(p) 2M
pn :
Оператори лiвого та правого множення на i(s) утворюють в M
pn унiтарне зображення P(2)
групи Sp Sp: P(2)((s; t))x = i(s)  x  i(t 1), x 2 M
pn , (s; t) 2 Sp Sp.
Класична двоїстiсть Шура–Вейля [1] стверджує:
алгебра P(2)(SpSp)00, що породжена операторами з P(2)(SpSp), є комутантом мно-
жини операторiв (Un  Un);
якщо E — мiнiмальний проектор з P(2)(SpSp)00, що належить до незвiдної компонен-
ти I зображення P(2), яка вiдповiдає p-розбиттям (дiаграмам Юнга) , , то оператори
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E  ((u; v))  E утворюють незвiднi та попарно нееквiвалентнi при рiзних парах (; )
зображення групи Un.
Один з варiантiв нескiнченновимiрної двоїстостi Шура–Вейля з’явився в [2] у зв’язку
з тензорними реалiзацiями допустимих зображень групи S1  S1, де S1 — група скiн-
ченних перестановок злiченної множини. За допомогою розкладень тензорних зображень
класичних груп на незвiднi компоненти в [3] було знайдено змiстовний клас зображень
групи S1. Названi дослiдження належать до так званої дiнамiчної теорiї двоїстостi, коли
скiнченна група перестановок замiнюється на нескiнченну. Бiльш традицiйнi випадки, коли
група перестановок залишається скiнченною, а замiсть Un розглядається унiтарна група
гiльбертового простору чи природна iндуктивна границя класичних алгебр Лi, вивчалися
в [4, 5]. Тут параметризацiя незвiдних компонент тензорних зображень залишалася класи-
чною. У цiй роботi ми замiняємо Un на унiтарну группу II1-фактора при скiнченнiй групi
пiдстановок. Вiдповiдний аналог двоїстостi Шура–Вейля суттєво вiдрiзняється вiд класи-
чного.
2. Тензорнi зображення унiтарної групи II1-фактора. Тепер розглянемо довiльний
II1-фактор НейманаM з нормальним слiдом tr [6]. Позначимо через U(M) групу унiтарних
елементiв фактора M. Визначимо скалярний добуток на M за формулою ha; bi = tr(ba),
a, b 2 M. Поповнення M за вiдповiдною нормою позначимо через L2(M; tr). Стандар-
тною реалiзацiєю фактора M є його зображення операторами лiвого множення в просторi
L2(M; tr): L(a) = a, де a 2 M,  2 L2(M; tr). При цьому множина M0 обмежених
операторiв, комутуючих з M, складається з операторiв R(a), a 2 M правого множення:
R(a) = a. Далi ми ототожнюємо алгебру M з L(M) (M0 з R(M)).
В L2(M; tr)
p дiють унiтарнi зображення L
p(u) та R
p(u) групи U(M):
L
p(u)(x1 
 x2 
 : : :
 xp) = ux1 
 ux2 
 : : :
 uxp;
R
p(u)(x1 
 x2 
 : : :
 xp) = x1u 
 x2u 
 : : :
 xpu;
де x1; x2; : : : ; xp 2 L2(M; tr).
Також в L2(M; tr)
p природно визначається зображення Pp групи Sp:
Pp(s)(x1 
 x2 
 : : :
 xp) = xs 1(1) 
 xs 1(2) 
 : : :
 xs 1(p); s 2 Sp: (1)
Оскiльки Pp(s) комутує з кожним оператором L
p(u) i R
p(u) для всiх s 2 Sp та u 2 U(M),
то природно з’являється зображення T групи U(M)  (Sp  Sq):
T (u; s; t) = (L
p(u)R
q(u))(Pp(s)
 Pq(t)):
Pp(s) визначає автоморфiзми s i 0s факторiв M
p i (M0)
p:
s(a) = Pp(s)aPp(s) 1; a 2M
p; 0s(a0) = Pp(s)a0Pp(s) 1; a0 2 (M0)
p: (2)
Нехай (M
p)Sp = fa 2 M
p : s(a) = a 8s 2 Spg i ((M0)
p)Sp = fa0 2 (M0)
p : 0s(a0) =
= a0 8s 2 Spg.
Нагадаємо, що незвiднi зображення групи Sp параметризуються розбиттями числа p.1
1Розбиття  = (1; 2; : : : ; k) — незростаюча послiдовнiсть натуральних чисел така, що 1 + 2 + : : : +
+ k = p. Загальноприйняте позначення —  ` p.
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Для  ` p позначимо через  вiдповiдний характер незвiдного зображення групи Sp.
Тодi оператор P p =
dim
p!
X
s2Sp
(s)Pp(s) є ортогональним проектором з центра алгебри,
породженої операторами fPp(s)gs2Sp .
Для множиниA операторiв позначимо черезNA найменшу алгебру Неймана, що мiстить
A. ЯкщоA0 — множина усiх операторiв, комутуючих з кожним iзA, то за теоремою Неймана
про бiкомутант [6] маємо NA = (A0)0 = A00.
3. Результати. Нехай H = P p 
 Pq (L2(M; tr)
p 
L2(M; tr)
q) i T (u; s; t) = (P p 


Pq )T (u; s; t)(P p 
Pq ), де u 2 U(M), (s; t) 2 SpSq. Зрозумiло, що унiтарнi зображення
T  групи U(M) (SpSq) для рiзних (; ) не є квазiеквiвалентними. Тому з точки зору
класичної двоїстостi Шура–Вейля дещо несподiваним є нижченаведене твердження.
Теорема 1. Нехай  ` p,  ` q i  — звуження зображення L
p
R
q на пiдпростiр
H. Справедливi такi твердження:
1. Алгебри fL
p 
 R
q(U(M))g00 та (M
p)Sp 
 (M0
q)Sq є iдентичними2. Зокрема,
алгебра (M
p)Sp 
 (M0
q)Sq — фактор типу II1.
2. Зображення  квазiеквiвалентно3 зображенню L
p 
 R
q.
3. Для  ` p i  ` q зображення  i  тодi i лише тодi унiтарно еквiвалентнi,
коли dim  dim = dim   dim .
Поряд iз зображенням L
p
R
q групи U(M) в L2(M; tr)
p
L2(M; tr)
q дiє зображення
R
p
L
q. Спираючись на той факт, що оператори L
p
R
q(u) iR
p
L
q(v) (u; v 2 U(M))
комутують, визначимо зображення R(2) групи U(M)  U(M):
R(2)(u; v) = (L
p 
R
q(u))  (R
p 
 L
q(v)): (3)
Також в L2(M; tr)
p 
 L2(M; tr)
q дiє зображення T (2) групи U(M) U(M)Sp Sq:
T (2)(u; v; s; t) = R(2)(u; v)  (Pp(s)
 Pq(t));
де u; v 2 U(M); s 2 Sp; t 2 Sq:
(4)
Пiдпростори H є iнварiантними вiдносно зображення T (2). Позначимо через T (2) звужен-
ня T (2) на H.
Теорема 2. Мають мiсце такi властивостi:
(a) R(2)(U(M)U(M))00 = (Pp(Sp)
Pq(Sq))0. Зокрема, вимiрнiсть алгебриR(2)(U(M)
 U(M))0 дорiвнює p!  q!.
(b) Зображення T (2) є незвiдним.
(c) Зображення T (2) та T (2) тодi i лише тодi є унiтарно еквiвалентними, коли  = 
i  = .
Зауваження 1. Якщо в теоремi 2 замiст II1-фактора M розглядати алгебру всiх ком-
плексних nn-матриць Mn, то рiвнiсть з (a) порушується. Наприклад, вимiрнiсть алгебри
R(2)(U(Mn)  U(Mn))0 при n > maxfp; qg дорiвнює (p!  q!)2.
2Нагадаємо, що ми ототожнюємо елементи алгебри (M
p)Sp ((M0
q)Sq ) з вiдповiдними операторами
лiвого (правого) множення в L2(M; tr)
p (L2(M; tr)
q).
3Зображення R1 та R2 групи G є квазiеквiвалентними, якщо iснує iзоморфiзм : R1(G)00 7! R2(G)00, для
якого (R1(g)) = R2(g) при усiх g 2 G:
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Для того щоб сформулювати важливий наслiдок теореми 2, введемо необхiднi позначе-
ння. Нехай T , де  ` p,  ` q, — незвiдне зображення групи Sp  Sq, а ftkl gdimT

k;l=1 —
набiр його матричних елементiв. Тодi оператор
P k =
dimT 
p!q!
X
(s;t)2SpSq
tkk ((s; t))  (Pp(s)
Pq(t)) (5)
є мiнiмальним проектором в алгебрi (Pp(Sp)
Pq(Sq))00. Зрозумiло, що
dimTP
k=1
P k = P

p 
Pq
i P k 2 R(2)(U(M)  U(M))0 (див. (3)). Отже, пiдпростiр H;;k = P k H  H є iнва-
рiантним вiдносно операторiв R(2)(u; v), де u; v 2 U(M). Позначимо через R(2);;k звуження
зображення R(2) на H;;k. Нижченаведене твердження випливає з теореми 2 (a).
Наслiдок 3. Зображення R(2);;k є незвiдним. R(2);;j i R(2);;k тодi i лише тодi є унiтарно
еквiвалентними, коли  =  и  = .
Якщо K — компактна група, а T — незвiдне зображення групи K K у гiльбертовому
просторi H, то добре вiдомо, що T розпадається в тензорний добуток. А саме звуження T
на пiдгрупи K  e та eK, де e — одиниця з K, кратнi незвiдним зображенням TL та TR
вiдповiдно групи K. Це означає, що T є еквiвалентним зображенням групи K  K, яке
задається операторами TL(k1) 
 TR(k2), де k1, k2 2 K. Зокрема,
T (K  e)0 = T (eK)00: (6)
Нижченаведене твердження показує, що для зображень R(2);;k ця рiвнiсть, загалом кажучи,
порушується.
Теорема 4. Спiввiдношення R(2);;k(U(M)  I)0 = R(2);;k(I  U(M))00 має мiсце тодi
i лише тодi, коли зображення групи Sp Sq, яке вiдповiдає парi (; ), є одновимiрним.
Зауваження 2. Доведення теореми 4 спирається на обчислення зв’язуючої константи
Неймана (coupling constant) [6] для фактора R(2);;k(U(M)  I)00.
4. Iдея доведення теореми 1 для AFD-фактора при p = 2, q = 0. При цих умовах
доведення технiчно значно спрощується, але добре проявляються рiзного роду нескiнчен-
новимiрнi ефекти.
Для доведення того, що алгебра L
2(U(M))00 є II1-фактором, встановимо насамперед
рiвнiсть
L
2(U(M))00 = L((M
M)S2): (7)
Дiйсно, користуючись спiввiдношенням
d
dt
(etA
 etA)

t=0
= I 
A+A
 I, де A =  A 2M,
одержуємо, що L
2(U(M))00 мiстить оператори лiвого множення на X
Y +Y 
X при всiх
X, Y 2 M. Звiдси випливає (7).
Припустимо, що (M
M)S2 не є II1-фактором. Тодi знайдуться ненульовi взаємно ор-
тогональнi проектори E i F з центра (M
M)S2 .
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Для AFD-фактораM [7] iснує система взаємно комутуючих I2-пiдфакторiвMi M, де
i 2 N, що породжуютьM. Нехай M(n;m] = (fMigmi=n+1)00 i fEjklg2k;l=1 — система матричних
одиниць фактора Mj . Пряма перевiрка показує, що оператор
Wn =
2X
i1;j1;i2;j2;:::;in;jn=1
E1i1j1  En+1j1i1  E2i2j2  En+2j2i2 : : : Eninjn  E2njnin
належить до (M
M)S2 та задовольняє умову WnM(0;n)W n = M(n;2n). В алгебрi M(0;n)
iснують оператори AEn та A
F
n з властивостями
lim
n!1 kE  A
E
n k2 = limn!1 kF  A
F
n k2 = 0 i kAEn k; kAFn k 6 1;
де kA   Bk22 = tr((A   B)(A   B)).
Отже, lim
n!1 kE   A
E
n k2 = limn!1 kF  Wn  A
F
n W nk2 = 0. Звiдси маємо
0 = lim
n!1 kA
E
n  F  AEn Wn AFn W nk2 EF=0= limn!1 kA
E
n Wn AFn W nk2 =
= lim
n!1 kA
E
n k2  kWn AFn W nk2 = kEk2  kFk2 6= 0:
Це протирiччя доводить, що (M
M)S2 є II1-фактором. Властивiсть 1 з теореми 1 доведено.
Для доведення 2–3 , спираючись на той факт, що (M 
M)S2 — фактор, знайдемо
V 2 (M
M)S2 , для якого V (E111
E122+E122
E111)V  = E111
E111+E122
E122. Отже, унiтарний
операторW = E111
E122 E122
E111+V (E111
E122 E122
E111)V  задовольняє спiввiдношення
(12)(W ) =  W (див. (2)). Звiдси для ортопротекторiв P (2)2 = (I + P2((12)))=2 та P (1;1)2 =
= (I   P2((12)))=2 з (L
2(U(M)))0 одержуємо
P
(2)
2 L
2(M; tr)
2 = L2((M
M)S2 ; tr
2);
P
(1;1)
2 L
2(M; tr)
2 = L2((M
M)S2 ; tr
2) W:
Отже, зображення, що задаються операторами (2)(u) = P
(2)
2 L
2(u) P (2)2 та (1;1)(u) =
= P
(1;1)
2  L
2(u)  P (1;1)2 , u 2 U(M), є унiтарно еквiвалентними. Вiдповiдний сплiтаючий
оператор визначається правим множенням на W . Властивiсть 3 доведено. 2 випливає з то-
го факту, що вiдображення a 3 L
2(U(M))00 7! P (2)2  a  P (2)2 2 P (2)2  L
2(U(M))00  P (2)2
є iзоморфiзмом фактора L
2(U(M))00 на фактор P (2)2  L
2(U(M))00  P (2)2 .
Робота частково пiдтримана грантом “Мережа математичних дослiджень 2013–2015”.
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Двойственность Шура–Вейля для унитарной группы II1-фактора
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Харьков
Получен аналог классической двойственности Шура–Вейля для унитарной группы произ-
вольного II1-фактора.
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The Schur–Weyl duality for the unitary group of a II1-factor
B. I. Verkin Institute for Low Temperature Physics and Engineering of the NAS of
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We obtain an analogue of the Schur–Weyl duality for the unitary group of an arbitrary II1-factor.
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